INTERPOLACION POLINOMICA. DIFERENCIAS DIVIDIDA

1. CONCEPTO

Antes de comenzar con el método de Newton debemos entender la interpolacion
polindmica. La interpolacién es una herramienta que nos permite predecir aproximadamente
valores de una funcion que desconocemos mediante la creacion de un polinomio. Este polinomio
lo obtendremos a partir de los valores de la funcién que queremos interpolar en ciertos puntos
conocidos, cuyo conjunto se denomina soporte. Es decir, el soporte y los valores de la funcion
desconocida en esos puntos del soporte son los datos que tenemos. Por ejemplo, medimos la
concentracién de cierto reactivo en una reacciéon para ciertos valores de tiempo. Esos tiempos
donde hemos obtenido las concentraciones son el soporte, y el valor de la concentracion en
dichos tiempos, los valores de la funcién que buscamos interpolar. Mediante diferentes métodos
podemos obtener un polinomio, que pase por los puntos del soporte’, y que nos permite aproximar
el valor de la funcion en cualquier otro punto que queramos conocer. Uno de esos métodos es el
de Newton, que se basa en las diferencias divididas.
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2. DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Como su nombre indica, son una divisién entre dos restas. En este apartado, primero
aprenderemos a calcular las diferencias divididas, que posteriormente nos ayudaran a obtener los
coeficientes del polinomio interpolador. Para calcularlas crearemos una tabla, que llamaremos
tabla de diferencias divididas, la cual se puede expresar en forma de matriz. Una vez tengamos
disefiada esa matriz, expresaremos un componente genérico de ella para poder crear el algoritmo
que nos genere la matriz.

' Ademas, el polinomio interpolador debe ser tnico, es decir, su grado sera n-1, donde n es el nimero de puntos de
soporte. Podéis encontrar esto mas desarrollado en otros recursos y en clase, aqui nos centraremos en el método de
Newton.



Los datos con los que trabajaremos seran el vector que contiene los puntos de soporte
x={X4,X,,...,Xn} Y €l que contiene los valores de la funcién en esos puntos f={f,,,...,f.}. Recomiendo
comenzar siempre en el 1 al enumerar los vectores por dos grandes motivos: para siempre
hacerlo de la misma manera y asi posteriormente no tener que estar cambiando los subindices en
el algoritmo y porque en R, que es el lenguaje que nos interesa a nosotros, los elementos de los
vectores comienza a contarlos desde el 1 predeterminadamente, al igual que las filas y las
columnas de las matrices. En otros programas como Python, comienza por el 0, por lo que si
nuestros vectores los comenzamos a enumerar asi, posteriormente debemos tenerlo en cuenta.
En estos apuntes nos centraremos en comenzar por el 1 ya que es lo que mas nos interesa a los
alumnos de esta asignatura.

Comencemos con la diferencia dividida de un solo punto, que conocemos como diferencia
dividida de orden 0. La notacién para las diferencias divididas es poner la letra de la funcién y
entre corchetes los puntos que estamos tomando en cuenta®. En este caso lo escribiriamos como
f[x4]. Las diferencias divididas de orden 0 no tienen gran misterio ya que simplemente son el valor
de la funcidén en dicho punto.

La diferencia dividida de dos puntos, es decir, la diferencia dividida de primer orden, seria
la diferencia del valor de la funcién en el segundo punto menos el valor en el primero, todo ello
dividido entre la longitud del intervalo, es decir, el segundo punto menos el primero. Coincide con
la pendiente de la recta que une los dos puntos.

La diferencia dividida de segundo orden se calcularia como la resta entre dos diferencias
divididas de primer orden, la de los dos ultimos puntos menos la de los dos primeros, y dividido
entre la longitud del intervalo.
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En general, la diferencia dividida de n puntos, se calcula como la division de la resta de la
diferencia dividida de los puntos que van desde el segundo hasta el ultimo, es decir, desde x,
hasta el x,, y la diferencia dividida de los puntos que van desde el primero hasta el penultimo, es
decir, desde x, hasta el x,..;, entre la longitud del intervalo.
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2 Hay que evitar confundir esta notacién con la de R, que para obtener el elemento nimero 1, por ejemplo, del vector f,
escribiriamos f[1].



Tanto como para realizar el calculo a mano como para realizar el algoritmo, podemos
ayudarnos de una tabla que se basa en poner el vector f en la primera columna y a partir de ahi ir
calculando las diferencias divididas en orden ascendente en cada columna, es decir, en la primera
columna estara, como hemos dicho, el vector f, que es lo equivalente a las diferencias divididas de
orden 0, en la segunda columna estaran las diferencias divididas de primer orden para cada
pareja de puntos, en la tercera las de segundo orden cogiendo los puntos de 3 en 3, y asi
sucesivamente. Si nos fijamos en la formula, para las diferencias divididas de primer orden
necesitamos las de orden 0 (o lo que es lo mismo, el vector f), para las de segundo orden,
necesitamos las de primer orden, para las de tercer orden necesitamos las de segundo orden, y
asi sucesivamente. Eso traducido a nuestra tabla significa que para cada columna necesitaremos
los valores de la anterior, exceptuando la primera columna, que ya conocemos (el vector f es un
dato que nos dan). También conviene colocarse al lado el vector soporte para ir calculando el
denominador. Un ejemplo de una tabla de 4 puntos de soporte quedaria asi:
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Podemos observar que la tabla tiene una forma escalonada, esto es asi porque segun
vamos creando las columnas con las diferencias divididas de mayor orden, vamos escogiendo los
puntos en grupos de mayor tamafo, es decir, si en la segunda columna, como son diferencias
divididas de primer orden y cogemos los puntos de dos en dos, en la ultima fila no habra nada, ya
que el ultimo punto no tiene un punto siguiente con el que formar una pareja. En la tercera
columna el penultimo punto no tiene dos puntos mas para hacer un conjunto de 3 puntos, por lo
que habra dos filas vacias en esa columna, y asi hasta la ultima columna que es la diferencia
dividida de todos los puntos.

Para poder trabajar con esta tabla para la creacién de un algoritmo, podemos reescribirla
como una matriz, y en los espacios en blancos darles el valor de 0. Llamaremos a esta matriz “A”.
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Para crear el algoritmo que nos genere esta matriz podemos seguir los siguientes pasos.
He de aclarar que hay una forma mas directa con menos bucles pero con mas condicionales y, en
mi opinién, mas liosa. Por eso prefiero seguir estos pasos que son mas directos:

1. Inicializar la matriz con todos sus valores siendo 0.
A=0
2. Crear la primera columna con los valores del vector f. Para ello crearemos un bucle que
vaya desde 1 hasta el ultimo valor de f, que llamaremos n, y que vaya completando la
primera columna con los valores de f. Por lo tanto, los elementos de A se mantendran en la
columna 1y la fila irda aumentando con la i
Ai’1 =f i={L2.,n}

3. El resto de la matriz la generamos a partir de la columna anterior, y por lo tanto para este
tercer paso comenzaremos desde la segunda columna (la primera ya la hemos generado
en el segundo paso. Si nos fijamos en un elemento genérico podemos observar que el
numerador siempre es la resta del elemento que se encuentra en la columna anterior y en
una fila posterior, es decir: Ai+1j—1' Aclaro que cuando sumamos uno estamos aumentando
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una fila, es decir, bajando una fila, y restar uno en las columnas es retroceder una
columna, es decir moverse a la izquierda. El segundo elemento de la resta del numerador
podemos observar que siempre es el que se encuentra inmediatamente a la izquierda, es
decir: Ai’j_l. Ahora fijémonos en el denominador. El segundo elemento de la fila es

bastante sencillo, ya que su subindice siempre coincide con la fila en la que estamos, es
decir X Esto es asi ya que en cada fila todas las diferencias divididas, toman como primer

punto el correspondiente a la fila en la que estan, por ejemplo, todas las diferencias
divididas de la fila 2 comienzan con el punto x,, que es el que restamos al Ultimo numero
para obtener la longitud del intervalo. En la segunda columna el ultimo punto, como los
cojemos de dos en dos, es el siguiente punto de soporte, como el primer punto coincide
con la fila, este ultimo punto tendra de subindice el de la fila mas uno (x.,). Sin embargo,
observamos también, que este subindice va aumentando acorde nos movemos de
columna, por lo que si ponemos este elemento genérico del soporte en funcion del
subindice de la fila y de las columnas nos quedaria x.;.,. Por ejemplo, en la segunda
columna (j=2) como ya predecimos el punto seria x,,. Resumiendo, que es lo que
realmente nos importa para realizar el algoritmo, un elemento genérico quedaria como:

A = Ai+1,j—1_Ai,j—1
Lj X1 %

Para definir cdmo varia j en este ultimo paso, es sencillo ya que va desde la segunda
columna hasta la ultima es decir: j = {2, 3,.., n}. Sin embargo, i se va reduciendo ya que es
una matriz escalonada, llegando primero hasta la pendultima fila (n-1) y después segun
avanzamos una columna llega a un elemento menos. Por lo tanto definimos i como
i ={1,2,..,n —j + 1}. Concordando con que en la segunda columna i llegara hasta n-1, y
a partir de ahi a un elemento menos segun aumentan las columnas. Como i depende de j
habra que tenerlo en cuenta a la hora de confeccionar el algoritmo, ya que el bucle de la j
debera aparecer antes que el de la i para este tercer paso. Si queréis practicar para el
examen os recomiendo intentar realizar el algoritmo como ejercicio. La solucion es la
siguiente:



s, f

= length(f)
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